CompSjid — Mathématiques

Exercices d’application
Continuité des fonctions numériques

2¢me BAC — Sciences Mathématiques

Limites, prolongements par continuité, théoréme des valeurs intermédiaires

Exercice 1
Calculer les limites suivantes :
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Exercice 2

Soit f la fonction numérique définie par :

2 +ax?—-3 siz<1

f(z) = ar +b sil<ax<2
242
agx +1 stz > 2
x_

Déterminer les nombres réels a et b pour que f soit continue sur R.

Exercice 3
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Soit f la fonction numérique définie sur R par :

\/2—|—cosx—\/§ .
= 5 six #0

f(@) :
=2

1. Montrer que f est continue en xy = 0.
23

a) Montrer que (Vo € R*) : |f(2z)| < 2

2.
b) En déduire lim f(z).

|z| =400

Exercice 4
Soit f la fonction numérique définie sur ] —3 +oo[ par :

1 — &
f(a:):ﬂ siase]—z;O[
T -sSInNT - CosST 2

f(z) = ; 12—|—+xj/% Ve si z € [0; +o0]

1. Calculer lim f(z) et lim f(x).
r—+400 a—%
r>—7

2. Etudier la continuité de f au point zy = 0.

Exercice 5
Soit f la fonction numérique définie par :

2 —5x+6
=)
f@) =22+ 3]

1. Déterminer Dy, I'ensemble de définition de f.

2. La fonction f admet-elle un prolongement par continuité au point zo = 3 7

Exercice 6
Soit f la fonction numérique définie par :

_ (1 —tanz)?
flz) = 1 + cos(4x)

1. Déterminer Dy, I’ensemble de définition de f.
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2. a) Soit h € }O,g[—{g} Montrer que :

f(F+h

" ):( 2tan® h

1 — tan h)? - sin®(2h)

o . s
b) Montrer que f admet un prolongement par continuité au point xg = 1

Exercice 7

Soit f la fonction numérique définie sur R* par :

sinx
2

Montrer que f est prolongeable par continuité au point xy = 0.

Exercice 8

Soit f la fonction numérique définie sur R \ {r} par :

_ i
:C-smx—cos(§)
€T) =
f(x) ——
1. Soit z € R*. Montrer que :
Si sin(2
flx+7)=—sine—7- — 4 ()

T T

2. Montrer que f est prolongeable par continuité au point xy = 7.

Exercice 9

Soit f la fonction numérique définie par :

tan(mz)

1. Déterminer Dy, I'ensemble de définition de f.
2. Calculer lim f(z).

1
B=>g

1
<3

3. La fonction f admet-elle un prolongement par continuité au point zo =0 7
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Exercice 10

Soit f la fonction numérique définie par :

flo)= ===

sinx =«

1. a) Déterminer Dy, I'ensemble de définition de f.
b) Etudier la parité de f.
T x
2. Montrer que : (Vm € ]0; 5 D, 0< f(z) < tan<§>.

3. Montrer que f admet un prolongement par continuité au point xy = 0.

Exercice 11

Calculer les limites suivantes :

1. lim cos (sm(wx) >

z—0 7

1
2. lim tan (ﬁ . sin(—))
z—0t xT
) 9 1
3. limcos| z“-cos| — | +x
x—0 B

. [tan’x — mtanzx
4. lim sin
z—0 2x

Exercice 12

1
1. Soit f définie sur R* par f(z) =1—aF (—)
i

Montrer que (Vo € R*) : |f(x)| < |z|, et en déduire que f est prolongeable par
continuité en xy = 0.

1
2. Soit g définie sur R* par g(x) = (sinx) E(—)
x

a) Montrer que :

(Vz €]0; ) ; TRY _sinz < g(z) < i
x xr
et . .
(Vo e]—m0) ; o < g(z) < =2 —sing
x T
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b) La fonction g admet-elle un prolongement par continuité en xo =0 7
z — E(x)

Vel

La fonction h admet-elle un prolongement par continuité en zo =0 7

3. Soit h définie sur R* par h(z) =

Exercice 13
Soit f la fonction numérique définie par f(x) = /|z| — E(z) — .
1. a) Déterminer Dy.
b) Calculer liril f(z) et lim f(z).
T—r+00

T——00
2. Soit k£ un entier relatif.

a) Etudier la continuité de f a gauche et a droite en z = k.

b) Etudier la continuité de f sur |k; k -+ 1[.

Exercice 14

Soit f la fonction définie sur R par :

fr=ofie(1e2(2)) nop

f(0)=1

1. a) Montrer que : (Vz € RY) ; V1422 < f(z) < /22 + (z +1)2.

b) En déduire que f est continue a droite en xy = 0.
2. Calculer lim f(x).

T—>+00

3. a) Montrer que : (Vz € [-1;0[) ; —V1+22 < f(z) < —/22 + (z + 1)

b) En déduire lim f(z).

z—0—

4. La fonction f est-elle continue en xq =0 ?

Exercice 15

Soit f la fonction numérique définie par f(x) =

1. Déterminer Dy.

A= 2 A=
2. a) Montrer que : (Vx € Dy) ; < E(—) -1< L
77

- =
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b) En déduire que f admet un prolongement par continuité en zo = 0.

Exercice 16

1. Montrer que /x — 2® + 2z — 1 = 0 admet au moins une solution dans ]0; 1[.

0
2. Montrer que sinx = 1 — x admet une solution unique dans }O; 3 [

3. Montrer que la courbe de f(x) = x° + 32 4+ 42 — 5 coupe Paxe des abscisses en
un unique point d’abscisse a avec 0 < a < 1.

Exercice 17

Soit a, f € R et f continue sur [0;1] avec f(0) # f(1).
Montrer que : (Fxg €]0;1]) ; af(0) + Bf(1) = (a + B) f(xo).

Exercice 18
Soit f une fonction numérique définie de R vers | — oo; 1[ et g définie de R vers
]1; 400 telles que f et g sont continues sur R, et il existe z; < x, dans R vérifiant

f(z) = 21 et g(x2) = .
Montrer que : (EI Z3 e]xl;xg[) 0 (f X g)(x3) = 23

Exercice 19

Soit f une fonction numérique continue sur [0; 1] telle que f(0) = f(1).
Montrer que : (3c € [0;1]) 5 flc+3) = f(e)

Exercice 20
Soit f une fonction définie de [0; 1] dans [0; 1] et continue sur [0; 1].
Montrer que : (Ja € [0;1]); f(a) + f(1 —a) =2a

Exercice 21

Dans chaque question, g est la restriction de f sur I. Montrer que g est bijective
de I sur un intervalle J a déterminer, puis calculer g~*(z).

2

L) =50 1=[0:1]
2

2 f(@) = i I=[-L1)
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4. f(z) =Vr+1-3

I=[-1;400]

5. f(x)=a%—-32*+3zx—-1; I=R

Exercice 22

Résoudre dans R :

1. Vi—-z=1—-x
2. x4+ +x =2
3. vV + V=12

ot

o}

Az —3yz—1=0

4. Ve +T+V28—-2=5

\/2—x+\/3+x_2
V342 2Q— 1

Exercice 23

Va2 —g
1. lim —

z—0 €T

L VAx+4-—2
2. llm —————

z—1 \/5—1
3 g YE— V2
xﬁZ\/E_ﬁ
o Vr+1-1
4. lim ———
=01 —/x+1

5. li

z—0 B

o V3—ax-—1
6. lim ———
=22 — /T +6

. Vr+l—vz+1
m

Calculer les limites suivantes :

7. lim
z—1p —1

(\/x2 + 2

8. lim

—\/SE3+1>
Ve—1+/(@—1p

z—1 \/3:*2_1
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10.

11.

12.

VT +3—-3z+5
lim

z—=1 1 — tan(%)

1 1
lim —

==12(1-vx)  3(1- V)

COS T — +J/Ccosx

lim
x—0 xX

4 — 1/3)3/2
iy =)

r—8 €r — 8
<8

1.

10.

11.

12.

13.

Exercice 24

Calculer les limites suivantes :

T——00 €T

. <+_¢_)

lim (x — vz —1)

T—r—+00

lim (z°+ 1 —+1-—12)

T—r—00

lim (x — vz + /x)

T—+400

lim (Va?+22+1—x)

T—+00

lim (Va3 +22+1-—2z)

T——00

lim (z'/% — 2/3)
T—+00

Y zd —gl/2 -2
2100 23 — 3g1/2 + 2

lim atl/z(\/x +1—+vz—1)

T—+00

lim (v1—23 — vzt 1)

r—r—+00

lim (Va2 +1— Va2 +z)

T—+400
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14. lim —M
z—>+oo\/_—\/x—|-1

15 lim cos(x) — cos(2x)
T—+00 \/E
tan(1/x)

lim ————
z—0t /(1 + 8x) /x4

16.

Exercice 25
Soit f(x) = \/x(z —1)2 — 1.

1. Déterminer Dy.

2. Calculer : a) lim f(z) b) lim flz) ¢) lim (f(x)—x)

T—>—400 T——+00 €T T——+00

3. Soit g la restriction de f sur I = [1;4o00].
a) Montrer que g est bijective de I sur un intervalle J & déterminer.

b) Montrer que (Vz € [1;400[); g(x) < z.

Exercice 26
Soit f(x) =vVr+2—+2—1z.

1. a) Déterminer Ds. b) Montrer que f est bijective de Dy sur un intervalle J.

2. Calculer 1imm et lim M.
=0 I z—2— T —2

3. Résoudre : f(z) = v 2x.

Exercice 27
Soit f(x) =1 —x — /x.

1. a) Déterminer D;. b) Montrer que f est continue sur Dy. ¢) Montrer que f est
bijective de Dy sur un intervalle J.

2. Montrer que (3¢ €]0;1]) ; f(c) =
3. Résoudre : f(x) =+/1—2z.

4. Calculer lim ji@

1 — &
m—>§$ 3

~—

—_
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Exercice 28

1
V1+ z2

1. Montrer que (Vz € R); cos(arctanz) = , puis en déduire sin(arctan x) =

Xz

V1+a?

2. Déterminer sin(2 arctanz) et cos?(3 arctanz).

1+2v3
41 + 22

3. Montrer que cos? (% arctan(z) + ;—r) =

N

Exercice 29

Simplifier : A(x) = tan(2arctanz), B(z) = cos(4 arctan x), C'(z) = cos(6 arctan ),
D(x) = sin(3 arctan ).

Formules : cos(3a) = 4cos® @ — 3cosa ; sin(3a) = sina — 4sin® a.

Exercice 30

Calculer les limites suivantes :

. z—1
1. lim arctan
T—r—+00 €T

z—21

1
2. 1i —2 t
im (z — 2) arc an(w — 2)

- arctan(bz® + x + 1)

r——+00 T

4. lim arctan(tan z)
T

5. lim arctan(

T—~+00

ViFI-2
)

6. lim arctan(L)
T——00 1 — ZCS

Exercices de synthése

10
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Exercice 31 — arctan — identités, limites, équation

1
1. a) Montrer que (Vo € R%); arctan(z) + arctan<—) =
x

N3

1
b) En déduire que (Vo € R*); arctan(x) + arctan(—) - _

T
x 2"

arctan x

2. Montrer que lim ——— =
x—0 B

3. Calculer :
t 2 _ t 7/ 2 +
a) lim arctan(z” — ) b) lim arctan(va* + o) c) lim xarctan

1
z—6 a8 z—0+ \/E T—+00 (ﬁ)

arctan(iw — x> — 2
d) zl_i}r&@x(arctan(\/f) - gz') e) xhj& \(/E ?

4. Résoudre dans R : arctanz + arctan(x — 1) = g

Exercice 32 — Point fixe de fo f

Soit f une fonction numérique définie et continue sur R telle qu’il existe au moins
un réel a vérifiant (f o f)(a) = a.
Montrer que : (Fc € R); f(c) = c.

Exercice 33 — Signe constant d’une fonction continue

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I de R telle que f(z) # 0
pour tout x € I.

Montrer que (Vz € I); f(x) >0, ou (Vx € I); f(z) <O0.

Exercice 34 — Minoration uniforme sur un segment

1. Soit f continue sur [a;b] avec f(z) > 0 pour tout z € [a;b]. Montrer que
(Fa eRy); (Vo € [asb]); flz) = o

2. Soit g continue sur [a;b] avec g(x) # x pour tout z € [a;b]. Montrer que
(3B eRY); (Vo € [a;0]); [g(x) — 2| = B.

Exercice 35 — TVI pour deux fonctions

Soit f et g deux fonctions continues sur [0; 1] telles que g(0) = f(1) et g(1) = f(0).
Montrer que : (3¢ € [0;1]); f(c) = g(c).

11
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Exercice 36 — Encadrement sur le segment demi-entier

1

Soit f(x)z;( 1+£—\/x2+2x> — 1L

. Déterminer Dy.

. Montrer que (3 (a; 8) € R?); (Vz € [5;1]):

axﬁ,/1+%—\/x2+2x§5x.
Montrer que (Elce [%,1}) ; ~/1+%—\/02+2020.

1.

Exercice 37 — Etude de f(z) = 22% + 2 — 1

a) Montrer que f admet une fonction réciproque f~! définie sur J a déterminer.
b) Déduire la monotonie de f~! sur J.

. a) Montrer que f(z) =0 admet une solution unique « avec 0 < a < 1.

8

b) Calculer lim /(@)

T a’,’—a.

. Calculer lim

Exercice 38 — Etude de f(z) = arctan/3 —
Soit f définie sur | — oo; 3] par f(z) = arctan /3 — z.

@)

zﬁS:L‘—3

. Montrer que f est bijective de | — 0o; 3] sur J a déterminer.

Déterminer f~!(x) pour tout z € J.

Montrer qu’il existe a €]2; 3| tel que f(a) =1 — %.

1.

Exercice 39 — Simplification avec arctan

Déterminer Dy puis simplifier :

T

fz) = arctan<x22_ 1)

1 —sinzx
2. = t _—
f(z) = arctan,/ T sinz

12
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3. f(zx) = arctan(i i x)

— X

m_1>

xz

4. f(z) = arctan(
5. f(x) = arctan(\/ 1+ 22— x)

3
6. f(z) = arctan - )
11—
Exercice 40 — Bijectivité et f~! — arctan
1 — 2
1. Soit g(z) = Ti? sur [0; +o00].
a) Montrer que g est une bijection de [0; +oo[ sur | — 1;1].

b) Déterminer g~!(z) pour tout =z €] — 1;1].

2

5
sur |0; 4-00|.

1+ 22 [ [

a) Montrer que f est une bijection de [0; +oo[ sur J a déterminer.

b) Déterminer f~!(z) pour tout = € J.

c) Calculer lim M
a1 —1

2. Soit f(z) = arctan(l —

13



